
Exo 1: Un cylindre creux de masse m, longueur L, rayon R et d’épaisseur négligeable repose

sur un support dont la forme est un demi-cylindre de rayon l, comme indiqué sur le schéma

ci-dessous. Les deux axes de symétrie des cylindres sont parallèles. Le cylindre creux est

initialement immobile au sommet du support (𝜃 = 0), puis il se met à rouler sans glisser le

long du support. La position du cylindre creux est repérée par l’angle 𝜃, tel qu’indiqué sur la

figure ci-dessous. On néglige les frottements de l’air.

1. Indiquez les forces qui s’exercent sur le cylindre creux. On prendra soin de préciser leur

point d’application. Dessinez ces forces sur le schéma, pour la position 𝜃 > 0.

2. Calculez l’angle critique de décollage 𝜃𝑐
3. Déterminez l’équation différentielle du mouvement du cylindre creux selon 𝜃, pour

𝜃 < 𝜃𝑐 (c’est-à-dire pendant qu’il roule sans glisser sur le support). Exprimez cette équation

en fonction de R, l et g.

4. En assumant que l >> R, déterminez la distance x du point d’impact du cylindre avec le sol

par rapport à O
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2. Calculez l’angle critique de décollage 𝜃𝑐

Ԧ𝑟 = 𝜌 Ƹ𝑒𝜌 + 𝑧 Ƹ𝑒𝑧
ሶԦ𝑟 = ሶ𝜌 Ƹ𝑒𝜌+ 𝜌 ሶ𝜃 Ƹ𝑒𝜃 + ሶ𝑧 Ƹ𝑒𝑧

ሷԦ𝑟 =( ሷ𝜌− 𝜌 ሶ𝜃2) Ƹ𝑒𝜌 + (2 ሶ𝜌 ሶ𝜃 + 𝜌 ሷ𝜃) Ƹ𝑒𝜃 + ሷ𝑧 Ƹ𝑒𝑧
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3. Déterminez l’équation différentielle du mouvement du cylindre creux selon 𝜃, pour
𝜃 < 𝜃𝑐 (c’est-à-dire pendant qu’il roule sans glisser sur le support). Exprimez cette équation en
fonction de R, l et g.
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4. En assumant que l >> R, déterminez la distance x du point d’impact du cylindre avec le sol

par rapport à O

Ԧ𝑟 = 𝜌 Ƹ𝑒𝜌 + 𝑧 Ƹ𝑒𝑧
ሶԦ𝑟 = ሶ𝜌 Ƹ𝑒𝜌+ 𝜌 ሶ𝜃 Ƹ𝑒𝜃 + ሶ𝑧 Ƹ𝑒𝑧
ሷԦ𝑟 =( ሷ𝜌− 𝜌 ሶ𝜃2) Ƹ𝑒𝜌 + (2 ሶ𝜌 ሶ𝜃 + 𝜌 ሷ𝜃) Ƹ𝑒𝜃 + ሷ𝑧 Ƹ𝑒𝑧
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Exo 2: Dans le montage suivant, on considère un double plan incliné. À gauche une roue,

de masse M, rayon R et moment de inertie IGz par rapport à G, qui roule sans glisser. À

droite, une masse m glisse sur le plan. Dans un premier temps, on néglige les frottements

entre la masse m et le plan. Les deux objets sont reliés par une corde sans masse et

inextensible qui passe sans glisser sur une poulie, de masse MP, de rayon r, et de moment

d’inertie IPz par rapport à son axe, située au sommet du double plan. Au niveau de la roue, la

corde est fixée à l’axe de la roue.

On lâche le système sans vitesse initiale et on le regarde évoluer.

1. Calculer MI , valeur particulière de M, pour que le système reste immobile.

2. Exprimer l’énergie mécanique du système en mouvement en fonction des données ainsi

que de la vitesse ሶ𝑥 et de la position x de la masse m se déplaçant le long du plan de droite.

3. Exprimer l’accélération de la masse m.
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Maintenant, la roue est remplacée par un rouleau de fil sans masse qui a le même moment

d’inertie IGz par rapport à G, la même masse M, et le même rayon R. Le fil s’enroule comme

indiqué sur le dessin autour du cylindre intérieur de diamètre Ri. De plus, la masse m subit

des frottements secs de coefficient statique μs et dynamique μc avec le plan incliné. On

remplace la poulie en haut du plan incliné par une poulie de masse négligeable.

4. Représenter sur le schéma les forces s’appliquant sur le rouleau et sur la masse m.

5. Dans quel intervalle de valeurs se trouve M pour que le système lâché sans vitesse initiale

reste immobile ?

6. On suppose M inférieure à la valeur minimale trouvée précédemment. Exprimer

l’accélération de m.
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1. Calculer MI , valeur particulière de M, pour que le système reste immobile.

De façon équivalente on peut aussi écrire que:

- Projection parallèle au plan d’angle 𝛽:𝑚𝑎 = 𝑇 −𝑚𝑔 sin 𝛽 = 0 → 𝑇 = 𝑚𝑔 sin𝛽

- Projection parallèle au plan d’angle 𝛼:𝑚𝑎 = 𝑇 + 𝐹𝑓𝑟 −𝑀𝐼𝑔 sin 𝛼 = 0 → 𝑇 = 𝑀𝐼𝑔 sin 𝛼

- Théorème du moment cinétique par rapport à G de la roue: 𝑀𝐺 = 𝑅 ∧ Ԧ𝐹𝑓𝑟 = 𝑅𝐹𝑓𝑟 = 0 → 𝐹𝑓𝑟 = 0
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2. Exprimer l’énergie mécanique du système en mouvement en fonction des données ainsi que

de la vitesse ሶ𝑥 et de la position x de la masse m se déplaçant le long du plan de droite.
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3. Exprimer l’accélération de la masse m.

La force poids est conservative, les deux forces de réactions ne font pas de travaille parce que

perpendiculaire au déplacement, la friction ne travaille pas parce que la vitesse du point de contact est

nulle, les deux tensions font un travaille égale mais opposé, donc l'énergie mécanique est conservée

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑀𝑔 sin 𝛼 − 𝑚𝑔 sin 𝛽 ሶ𝑥 + 𝑀 +𝑚 ሶ𝑥 ሷ𝑥 +
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Maintenant, la roue est remplacée par un rouleau de fil sans masse qui a le même moment

d’inertie IGz par rapport à G, la même masse M, et le même rayon R. Le fil s’enroule comme

indiqué sur le dessin autour du cylindre intérieur de diamètre Ri. De plus, la masse m subit des

frottements secs de coefficient statique μs et dynamique μc avec le plan incliné. On remplace la

poulie en haut du plan incliné par une poulie de masse négligeable.

4. Représenter sur le schéma les forces s’appliquant sur le rouleau et sur la masse m.
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5. Dans quel intervalle de valeurs se trouve M pour que le système lâché sans vitesse initiale

reste immobile ?

La masse m peut être à la limite de 

1) descendre: 𝑇 + 𝐹𝑓𝑟 −𝑚𝑔 sin 𝛽 = 0 → 𝑇 = 𝑚𝑔 sin 𝛽 − 𝜇𝑠𝑚𝑔 cos𝛽

2) ou remonter: 𝑇 − 𝐹𝑓𝑟 −𝑚𝑔 sin 𝛽 = 0 → 𝑇 = 𝑚𝑔 sin 𝛽 + 𝜇𝑠𝑚𝑔 cos𝛽

Au niveau de la roue, par rapport au point de contact A, pour le moment des forces MA on a dans 

les deux cas que :

𝑀𝐴 = 𝑅 + 𝑅𝑖 𝑇 −𝑀𝑔𝑅 sin 𝛼 = 0 → 𝑇 =
𝑀𝑔𝑅 sin 𝛼

𝑅 + 𝑅𝑖

𝑚𝑔(sin 𝛽 − 𝜇𝑠 cos 𝛽) <
𝑀𝑔𝑅 sin 𝛼

𝑅 + 𝑅𝑖
<𝑚𝑔 (sin 𝛽 + 𝜇𝑠 cos𝛽)

𝑚(sin 𝛽 − 𝜇𝑠 cos𝛽)
𝑅 + 𝑅𝑖
𝑅 sin 𝛼

< 𝑀 <𝑚 (sin 𝛽 + 𝜇𝑠 cos 𝛽)
𝑅 + 𝑅𝑖
𝑅 sin 𝛼

En remplaçant T dans les eqs 1) et 2), on trouve



6. On suppose M inférieure à la valeur minimale trouvée précédemment. Exprimer

l’accélération de m.

Il s’agit du cas 1) avec la masse m qui descende

𝑚 ሷ𝑥 = −𝑇 − 𝐹𝑓𝑟 +𝑚𝑔 sin𝛽 = −𝑇 − 𝜇𝑐𝑚𝑔 cos𝛽 + 𝑚𝑔 sin 𝛽

Au niveau de la roue, par rapport au point de contact A, le moment des forces MA est donné par:

𝑀𝐴 = ( 𝑅 + 𝑅𝑖 𝑇 −𝑀𝑔𝑅 sin 𝛼) Ƹ𝑧 =
𝑑𝐿𝐴

𝑑𝑡
= (𝐼𝐺𝑧+𝑀𝑅2) ሶ𝜔 Ƹ𝑧

ሶ𝑥 = 𝜔 𝑅 + 𝑅𝑖 → ሷ𝑥 = ሶ𝜔 𝑅 + 𝑅𝑖

𝑅 + 𝑅𝑖 𝑇 −𝑀𝑔𝑅 sin 𝛼 = (𝐼𝐺𝑧+𝑀𝑅2)
ሷ𝑥

𝑅 + 𝑅𝑖

(1)

(1) 𝑇 = −𝑚 ሷ𝑥 − 𝜇𝑐𝑚𝑔 cos 𝛽 + 𝑚𝑔 sin 𝛽

(2)

(2) 𝑅 + 𝑅𝑖 (−𝜇𝑐𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛽) − 𝑀𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = (𝐼𝐺𝑧+𝑀𝑅2)
ሷ𝑥

𝑅 + 𝑅𝑖
+𝑚 ሷ𝑥 𝑅 + 𝑅𝑖

ሷ𝑥 = 𝑔
𝑅 + 𝑅𝑖 (−𝜇𝑐𝑚𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝛽) − 𝑀𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝐼𝐺𝑧 +𝑀𝑅2

𝑅 + 𝑅𝑖
+𝑚 𝑅 + 𝑅𝑖


