EX0 1: Un cylindre creux de masse m, longueur L, rayon R et d’épaisseur négligeable repose
sur un support dont la forme est un demi-cylindre de rayon I, comme indiqué sur le schéma
ci-dessous. Les deux axes de symétrie des cylindres sont paralleles. Le cylindre creux est
Initialement immobile au sommet du support (8 = 0), puis il se met a rouler sans glisser le
long du support. La position du cylindre creux est repérée par 1’angle 9, tel qu’indiqué sur la
figure ci-dessous. On néglige les frottements de 1’air.

1. Indiquez les forces qui s’exercent sur le cylindre creux. On prendra soin de préciser leur
point d’application. Dessinez ces forces sur le schéma, pour la position 8 > 0.

2. Calculez I’angle critique de décollage 6.

3. Déterminez 1’équation différentielle du mouvement du cylindre creux selon 8, pour

0 < 6, (c’est-a-dire pendant qu’il roule sans glisser sur le support). Exprimez cette équation
en fonctionde R, |l et g.

4. En assumant que | >> R, déterminez la distance x du point d’impact du cylindre avec le sol
par rapporta O
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Un cylindre creux de masse m, longueur L, rayon R et d’épaisseur négligeable repose sur un
support dont la forme est un demi-cylindre de rayon |, comme indiqué sur le schéma ci-dessous.
Les deux axes de symétrie des cylindres sont paralleles. Le cylindre creux est initialement
iImmobile au sommet du support (6 = 0), puis il se met a rouler sans glisser le long du support.
La position du cylindre creux est repéerée par 1’angle 6, tel qu’indiqué sur la figure ci-dessous. On
néglige les frottements de I’air.

1. Indiquez les forces qui s’exercent sur le cylindre creux. On prendra soin de préciser leur point
d’application. Dessinez ces forces sur le schéma, pour la position 8 > 0.
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2. Calculez I'angle critique de décollage 6, 5

Condition pour le « décollage » : N =0

Newton selon &, :
a2 _ . 2 _ geoste
—m(l + R)#.” = —mgcosl.+ N =0, = TR

. 2 .
servati "é i oA (pri S = :
Conservation de I'énergie mécanique pour exprimer £, #)
Equation de liaison entre w et #. En notant A le point de contact du cylindre

Creux

Vga = @R SN GE D
Vo = R+ 16, V6,0 = Vg,A W=7

Energie potentielle

Ep = mghen = mg(l + R)(cos@ — 1)

(ici choisie telle que E,(0 = 0) = 0)
Energie cinétique : 2 — 5
r= pe,+ze,
1 O ]. ) l . LI | J. ] ,E + R Ly | Ly ]
E.=-—mv , + =Iqw”=-m((l + R)#)" + -mR(——H#)" = m(l + R)"#" > _ A ’
2 2 2 2 R r=pé,+pbe, +ze,

7 =(p- ph2) &, + (2p0 + pb)é, + 7e,

Energie mécanique :

¥

Em=Ey+ E. =mg(l + R)(cosf — 1) + m(l + R)*§

Conservation de 'énergie mécanique :

‘ .5 (1 —cosé)
Eﬂt = rte = Ent{lg = ﬂ] = - = qﬂT

Finalement :
g 2 gcosf,
“ 7 I+R
avec

.2 g(l—cosf.)  g(l—cosfl.) gcosh, 1 1
0. = L= - = cosfl, = — = f, = arccos — = —
c I+R l+R [+R 27" 2 3




3. Déterminez I’équation différentielle du mouvement du cylindre creux selon 8, pour
0 < 0. (c’est-a-dire pendant qu’il roule sans glisser sur le support). Exprimez cette équation en
fonctionde R, /et g.

é

Newton : selon € : m(l + R)f = mgsinf - Fg;, i —:

Theoreme du moment cinetique au centre de masse : = é
Z
dL E fric
G v A « A A - s R . 4
ar = Mg = RFfpicé, » mR?weé, = REfpic€, = m(l + R)f = mgsinf — mRw !
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Avec l'équation de liaison :

~
~

= ——————— -
~

—sin #

(R+ D6 o ttBi i 9
= = Y=g i=0=5g

R

Autre Méthode : On peut appliquer le théoreme du moment cinétique en A (car
F.-‘{ ” F{.'m}
Theoreme du moment cinetique en A :

d—t‘l = My mg = [qwe, = Rmgsinfe;

Avec Steiner : ]
a D } i ,
Ta=mR+ 1., =2mR" = w= Y7 sin #

L

Et avec I'équation de liaison :

. I+R. I+R. g | B g .
W=—p = 7 ﬁ_zﬁhmﬁﬁ.rﬁ_z{i_ﬂ}hmﬁ



4. En assumant que | >> R, déterminez la distance x du point d’impact du cylindre avec le sol

par rapporta O

g = gcos@C: g _|lg
¢ l+R 2(lL+ R) 21
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Egs. du mouvement apres déecollage par rapport a Oxy

. _ |9t
mi=0 == Xx= o
B _ gl _ gl S (A 02Y8 + (250 + pd)eé 1 56
X—(l+R)S11’19C+ EtzlSIIlec-l‘ Et r (p P )ep (p P )69 ze,
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Point d’impact pour y(t*) =0 ==  gt°+ |—-t—-1=0 == = r
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EX0 2: Dans le montage suivant, on considére un double plan incliné. A gauche une roue,
de masse M, rayon R et moment de inertie 1., par rapport a G, qui roule sans glisser. A
droite, une masse m glisse sur le plan. Dans un premier temps, on neglige les frottements
entre la masse m et le plan. Les deux objets sont reliés par une corde sans masse et
Inextensible qui passe sans glisser sur une poulie, de masse My, de rayon r, et de moment
d’inertie I, par rapport a son axe, située au sommet du double plan. Au niveau de la roue, la
corde est fixée a 1’axe de la roue.

On lache le systeme sans vitesse initiale et on le regarde évoluer.

1. Calculer M, , valeur particuliere de M, pour que le systeme reste immobile.

2. Exprimer 1’énergie mécanique du systeme en mouvement en fonction des données ainsi
que de la vitesse x et de la position x de la masse m se déplacant le long du plan de droite.

3. Exprimer I’accélération de la masse m.




Maintenant, la roue est remplacée par un rouleau de fil sans masse qui a le méme moment
d’inertie |, par rapport a G, la méme masse M, et le méme rayon R. Le fil s’enroule comme
indique sur le dessin autour du cylindre intérieur de diametre R;. De plus, la masse m subit
des frottements secs de coefficient statique u, et dynamique u. avec le plan incliné. On
remplace la poulie en haut du plan incliné par une poulie de masse néegligeable.

4. Representer sur le schéma les forces s’appliquant sur le rouleau et sur la masse m.

5. Dans quel intervalle de valeurs se trouve M pour que le systeme laché sans vitesse initiale
reste immobile ?

6. On suppose M inférieure a la valeur minimale trouvée précédemment. Exprimer

1’accélération de m.




1. Calculer M, , valeur particuliere de M, pour que le systeme reste immobile.

1. Forces exercees sur le systeme :
— — —
sur larone : N T Mg, Fr
- o —
sur la masse T,R,, mg (pas de froitements)

— sur la roue : > M4 = 0 permet de se debarrasser de Fp

AAAN + AAAFr+ AO AMG+ AO ATy =0
(R Mgsina)é; — (RTy)é; = 0= T, = Mgsino

Sur i (projete sur le plan) :

N F=0e Rp+T+mg=0

Ty —mgsing =0

Ty =Ty= Mgsinax = mgsin3 = M; = -JrrH}H"d
S1T0 Ok
De facon équivalente on peut aussi écrire que:
- Projection paralléle au plan d’angle f:ma =T —mgsinff =0 - T =mgsinf
- Projection parallele au plan d’angle a:ma =T + Fp,, — Mg sina = 0 - T =M;gsina

- Théoreme du moment cinétique par rapport a G de la roue: 1\71}; =RA ﬁfr =RFs, =0 - Fp. =0

M;gsina = mgsin



2. Exprimer I’énergie mécanique du systeme en mouvement en fonction des données ainsi que
de la vitesse x et de la position x de la masse m se deplacant le long du plan de droite.

Roue:

Poulie;

Masse:

Mgxsina + %Mvcz; + %IGZa)2
1
2 1p, 0

"2

. 1
—mgx sin § + S mx

Vg sz
r

Onaaussique: vg =X, w=—"=

)

X
R

1 1
E =Mgxsina —mgxsinf + = (M+m)x + = xz(—+—

3. Exprimer I’accélération de la masse m.

La force poids est conservative,

les deux forces de réactions ne font pas de travaille parce que

perpendiculaire au déeplacement, la friction ne travaille pas parce que la vitesse du point de contact est
nulle, les deux tensions font un travaille égale mais oppose, donc I'énergie mécanique est conservee

dE

dt

I
= (Mg sina —mgsinf)x + (M+m)xx+(R—+%)xx =0

_ (Mg sina —mgsin )

M+m +;§§+IPZ




Maintenant, la roue est remplacée par un rouleau de fil sans masse qui a le méme moment
d’inertie |, par rapport a G, la méme masse M, et le méme rayon R. Le fil s’enroule comme
indique sur le dessin autour du cylindre intérieur de diametre R;. De plus, la masse m subit des
frottements secs de coefficient statique u et dynamique x, avec le plan incliné. On remplace la
poulie en haut du plan incliné par une poulie de masse négligeable.

4. Représenter sur le schéma les forces s’appliquant sur le rouleau et sur la masse m.




5. Dans quel intervalle de valeurs se trouve M pour que le systeme lachée sans vitesse initiale
reste immobile ?

La masse m peut étre a la limite de
1) descendre: T + Fp, —mgsinff =0 —» T =mgsinf — usmg cosp
2) ou remonter: T — Fgp, —mgsinf = 0 - T = mgsinf + usmg cos 8

Au niveau de la roue, par rapport au point de contact A, pour le moment des forces M, on a dans
les deux cas que :

My =(R+R;))T —MgRsina =0 ‘1'—M il
— . I — H —
En remplac;ant T dans les egs 1) et 2), on trouve

MgR sin

mg(sinf — uscosf) < <mg (sinf + us cosf)

l

R; _ R + R;
<M <m(sinf + uscosp)

R + R,

m(sin f — us cos )

Rsina Rsina



6. On suppose M inférieure a la valeur minimale trouvée précédemment. Exprimer
I’accélération de m.

I1 s’agit du cas 1) avec la masse m qui descende
m¥ = —T — Frp, + mgsinf§ = =T —u.mgcosff + mgsinf (1)

Au niveau de la roue, par rapport au point de contact A, le moment des forces M, est donné par:

My = ((R + R)T — MgRsin @) = =4 = (I;,+MR?)G 2

x=wR+R) »i%=wR+R)

X
) _ : — 2y
(R+ R)T —MgRsina = (I;,+MR?) RER) (2)

(1) = T =-mX—u.mgcosp +mgsinp

(2) = (R+R;)(—ucmgcosp +mgsinf)—MgRsina = (Is;+MR + mi(R + R;)

Vo

(R + R;)
(R+R)(—u,mcospB +msinf) —MRsina

Ic, + MRZ

(R + R;)




